
Υπολογιστική Φυσική 2024–2025

3ο εξάμηνο σπουδών [10ΥΚΟ21]

Κωνσταντίνος

Θεοφιλάτος

Οι ασκήσεις είναι εν γένει χωρίς βαθμολογικό κίνητρο εκτός αν έχουν επισημανθεί ως ασκήσεις

με (bonus) και συνοδεύονται από προθεσμία παράδοσης. Θα σχολιάζω τις λύσεις που λαμβάνω
στην τάξη, δίχως να απαντώ σε όλα τα μηνύματα ξεχωριστά. Μπορείτε να μου στείλετε ερωτήσεις

στο compPhysicsEKPA@gmail.com αλλά μην ξεχνάτε:

1. να ‘μεταφορτώνετε’ τις λύσεις σας στο e-class (αν το πρόβλημα είναι παραδοτέο) με επι-
συναπτόμενο αρχείο τύπου *.ipynb .OR. *.c* .OR. *.txt .OR. *.pdf (με αυτή την σειρά
προτίμησης).

2. να συμπεριλαμβάνετε και τα αποτελέσματα που λάβατε από το πρόγραμμά σας

μαζί με σχολιασμό αυτών.

Στην περίπτωση των ασκήσεων με (bonus) αυτό ισχύει για εργασίες που έχουν αναρτη-
θεί εντός προθεσμίας στο e-class, δεν θα προσμετρούνται όσες σταλθούν απλά με email. Η
βαθμολογία ανακοινώνεται συνολικά στο τέλος του εξαμήνου εφόσον έχουν παραδοθεί αξιο-

πρεπείς εργασίες σε όλη την διάρκεια των μαθημάτων. Το (bonus) από τις ασκήσεις ισχύει
για 1 ακαδημαϊκό έτος, συμπεριλαμβανομένου και της επαναληπτικής εξέτασης Σεπτεμβρίου και

πιστώνεται εφόσον ο βαθμός της γραπτής εξέτασης είναι ≥ 5.

Μπορείτε να βρείτε, διαφάνειες, σημειώσεις, προβλήματα και εξωτερικό υλικό από τα μαθήματα

μου εδώ.
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Πρόβλημα 1 (παραδοτέο έως 09.10.2024)

Λαμβάνοντας υπόψη το δείγμα δεδομένων από διαδοχικές ρίψεις ενός ζαριού με πέντε όψεις

υπολογίσετε:

α) τον αριθμητικό μέσο όρο του δείγματος µ̂ = N−1
∑

xi,

β) την προκατειλημμένη τετραγωνική διασπορά του δείγματος σ̂2 = (N)−1
∑

(xi − µ̂)2,

και μελετήσετε τις συχνότητες εμφάνισης των δεδομένων που θα βρείτε εδώ. Σχολιάστε

τα αποτελέσματα συγκρίνοντάς τα με τις αναμενόμενες θεωρητικές τιμές για το πεντάπλευρο

ζάρι.

Πρόβλημα 2 (μη παραδοτέο)

α) Δημιουργήστε μια γεννήτρια τυχαίων αριθμών βασισμένη στον γραμμικό μετασχηματισμό

ισοδυναμίας υπολοίπου xn+1 = (2147483629xn+2147483587)mod(231−1) που να παράγει
τυχαίους αριθμούς με ομοιόμορφη πυκνότητα πιθανότητας στο [0, 1)

β) Μελετήστε το διάγραμμα συχνοτήτων (ιστόγραμμα) της γεννήτριάς σας.

Πρόβλημα 3 (μη παραδοτέο)

α) Εξομοιώστε ένα ζάρι.

β) Εξομοιώστε ένα ζάρι που έχει 30% πιθανότητα να φέρει 6 και τα υπόλοιπα ενδεχόμενα
ισοπίθανα.

Υποδείξεις: Χρησιμοποιήστε την γεννήτρια τυχαίων αριθμών με ομοιόμορφη κατανομή στο

[0, 1) που σας δίνεται από τον υπολογιστή σας και ‘τεμαχίστε’ κατάλληλα το διάστημα [0,1)
σε 6 ‘τεμάχια’, ελέγχοντας σε ποιο από αυτά ανήκει ο αριθμός που παράχθηκε. (Λύση του

προβλήματος εδώ και εδώ.)
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https://raw.githubusercontent.com/theofil/CompPhysics/refs/heads/master/problems/2024_2025/dice_rolls.txt
https://github.com/theofil/CompPhysics/tree/master/problems/2022_2023
http://theofil.web.cern.ch/theofil/courses/compPhysics/
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Πρόβλημα 4 (μη παραδοτέο)

Χρησιμοποιώντας την γεννήτρια τυχαίων αριθμών με ομοιόμορφη κατανομή στο [0, 1) που σας
δίνεται από τον υπολογιστή σας, γράψτε υπολογιστικό αλγόριθμο που να παράγει τυχαίους

αριθμούς X ∼ 1/x στο διάστημα 0.5 < x < 10.5 χρησιμοποιώντας την μέθοδο:

α) αντίστροφου μετασχηματισμού.

β) δειγματοληψίας απόρριψης (hit-or-miss).

Συγκρίνετε την απόδοση των δύο μεθόδων υπολογίζοντας πόσες επαναλήψεις χρειαστήκατε σε

κάθε περίπτωση. (Λύση του προβλήματος εδώ και εδώ.)
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Υπολογιστική Φυσική 2024–2025

3ο εξάμηνο σπουδών [10ΥΚΟ21]
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Πρόβλημα 5 (μη παραδοτέο)

Βρείτε την κατανομή της τυχαίας μεταβλητής X που χαρακτηρίζει τον αριθμό ρίψεων ενός
ζαριού, προκειμένου να κερδίσει (φτάσει στο τετράγωνο 25) κάποιος στο παρακάτω ‘φιδάκι’.

το πρόβληµα της ηµέρας

!15Κ. Θεοφιλάτος

πόσες ζαριές n ± δn πρέπει να ρίξουµε για να 
κερδίσουµε ?
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1. Υπολογίστε τον μέσο όρο και την τυπική απόκλιση του δείγματος των τιμών x που έλαβε
η μεταβλητή X στα παιχνίδια που παίξατε.

2. Προσθέστε ή αφαιρέστε σκάλες και φίδια και αυξομειώστε το μέγεθος του παιχνιδιού

παρατηρώντας την μετάβαση σε μία ‘κανονικότητα’ X ∼ e−(x−x̄)2/2σ2
όταν το ‘παρακάνετε’.

Γιατί συμβαίνει αυτό;

3. Σε ένα παιχνίδι μεταξύ δύο ατόμων, ποια η πιθανότητα να κερδίσει αυτός που ξεκινά

δεύτερος; (Στείλτε μου αν θέλετε την πιθανότητα που υπολογίσατε.)

4. Στο πρώτο ερώτημα η απάντηση είναι x̄ ≈ 7.4 και σ̂ ≈ 4.1, θα ήταν σωστό να πούμε ότι
χρειαζόμαστε κατά μέσο όρο x = 7.4± 4.1 ζαριές για να κερδίσουμε ένα παιχνίδι;
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Πρόβλημα 6 (με bonus αν παραδοθεί ως 29.10.2024)

Το ύψος των κυμάτων ανοιχτής θαλάσσης (ανά μονάδα

χρόνου και επιφάνειας) ακολουθεί (σε καλή προσέγγιση)

την κατανομή πυκνότητας πιθανότητας Rayleigh f(x) =
(x/σ2)e−x2/2σ2

για x ∈ [0,∞) και f(x) = 0 για x < 0, όπου
σ μια αριθμητική παράμετρος σχετιζόμενη με την διακύμανση
της στάθμης της θάλασσας και x το ύψος του κύματος.

Για της ανάγκες εξομοίωσης του ύψους των κυμάτων σε μία

μελέτη των συνθηκών πλεύσης ενός καραβιού, η πλοιοκτή-

τρια σας ανέθεσε να παράγεται τυχαία κύματα που έχουν

κατάλληλες προδιαγραφές ρεαλισμού. Συντάξτε υπολογιστικό αλγόριθμο που να παράγει (N =
10000) τυχαίους αριθμούς που να ακολουθούν την κατανομή Rayleigh (X ∼ (x/σ2)e−x2/2σ2

),
με σ = 2 m, χρησιμοποιώντας την μέθοδο:

α) αντίστροφου μετασχηματισμού.

β) δειγματοληψίας απόρριψης (hit-or-miss) στο διάστημα x ∈ [0, 10] m.

Συγκρίνεται την απόδοση των δύο μεθόδων υπολογίζοντας πόσους τυχαίους αριθμούς ομοιό-

μορφης κατανομής στο [0, 1) χρειαστήκατε σε κάθε περίπτωση. ΄Επειτα, υπολογίστε το ποσοστό
των παραχθέντων κυμάτων που έχουν ύψος 3 < x < 5 [m].
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Πρόβλημα 7 (μη παραδοτέο)

Χίλια σωματίδια Brown διαχέονται σε ένα δισδιάστατο επίπεδο, έχοντας ως σημείο εκκίνησης την
αρχή των αξόνων. Τα σωματίδια εκτελούν τυχαίο βηματισμό σε ένα δισδιάστατο τετραγωνικό

πλέγμα ακμής ενός εκατοστού με ταχύτητα 1 cm/s.

j

i

παράδειγµα µε 4 σωµατίδια 
για t = 4s

Βρείτε πόσο μακριά θα βρίσκεται κατά μέσο όρο το κάθε σωματίδιο μετά από t = 100 βήματα
του ενός δευτερολέπτου, υπολογίζοντας το

d̄ =
1

1000

1000∑
w=1

√
x2
w + y2w

όπου (xw, yw) η θέση του κάθε σωματιδίου w = 1, 2, 3...1000 για t = 100s. Στην συνέχεια
βρείτε τον μέσο όρο του τετραγώνου της απόστασης του καθενός σωματιδίου (για t = 100s)

d̄2 =
1

1000

1000∑
w=1

x2
w + y2w

και συγκρίνετε τις απαντήσεις σας με το μονοδιάστατο πρόβλημα.

Υποδείξεις: Για τις ανάγκες του πειράματος θα χρειαστείτε να φτιάξετε ένα ζάρι τεσσάρων όψεων

(πάνω - κάτω - δεξιά - αριστερά) το όποιο θα χρησιμοποιείτε για να αποφασίζετε προς ποια

κατεύθυνση θα κινηθεί κάθε σωματίδιο σε κάθε ‘γύρο΄’.
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Πρόβλημα 8 (μη παραδοτέο)

Να γραφεί πρόγραμμα που θα εξομοιώνει την ραδιενεργό διάσπαση N = 1000 πυρήνων συναρτή-
σει του χρόνου, σε διακριτά χρονικά βήματα ∆t = 1s. Θεωρήστε ότι κάθε αδιάσπαστος πυρήνας
έχει σταθερή πιθανότητα διάσπασης p = λ∆t = 10−3

στο χρονικό διάστημα ∆t = 1s. Το πρό-
γραμμα θα πρέπει να επιστρέφει στην ‘έξοδό’ του το πλήθος των αδιάσπαστων πυρήνων ύστερα

από συνολικό χρόνο εξομοίωσης ίσο με 1000s.

Υποδείξεις: Ανά μονάδα χρόνου, κάθε πυρήνας περνάει από δοκιμή Bernoulli (ανεξαρτησία
διασπάσεων, άνευ μνήμης). Για τις ανάγκες του πειράματος θα χρειαστεί να φτιάξετε ένα κέρμα

δύο όψεων με πιθανότητα p = λ∆t = 10−3
να φέρει κορώνα, το όποιο θα χρησιμοποιείτε για

να αποφασίζετε αν κάποιος πυρήνας θα υποστεί διάσπαση ρίχνοντας το κέρμα N(t) φορές, όπου
N(t) ο πληθυσμός των εναπομεινάντων πυρήνων την χρονική στιγμή t.διάσπαση πυρήνων 

ανά µονάδα χρόνου, κάθε πυρήνας περνάει από δοκιµή 
Bernoulli (ανεξαρτησία διασπάσεων, άνευ µνήµης)

26Κ. Θεοφιλάτος

N = 30 
λ  = 0.001 s-1  
Δt = 1s

εξοµοίωση MC λΔt = πιθανότητα διάσπασης 
ενός πυρήνα στο διάστηµα Δt 

Δείτε την λύση του προβλήματος στο YouTube
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Πρόβλημα 9 (μη παραδοτέο)

Θεωρείστε ότι έχουμε ένα αέριο σε δύο συγκοινωνούντα δοχεία, με N1(t) και N2(t) το πλήθος
των ατόμων που βρίσκεται σε κάθε δοχείο. αέριο

να βρεθεί η χρονική εξέλιξη των δύο πληθυσµών N1(t) και N2(t) αν:  

N1(0) = 1000  

N2(0) = 0 

p = λΔt = 1% πιθανότητα για κάθε µόριο του αερίου να διασχίσει την 
τρύπα και να περάσει απο το ένα δοχείο στο άλλο στο χρονικό 
διάστηµα [t, t+Δt]

26Κ. Θεοφιλάτος

N1(t) N2(t)

Να βρεθεί η χρονική εξέλιξη των δύο πληθυσμών N1(t) και N2(t) αν:

N1(0) = 100

N2(0) = 0

και p = λ∆t = 1% πιθανότητα για κάθε μόριο του αερίου να διασχίσει την τρύπα και να περάσει
από το ένα δοχείο στο άλλο στο χρονικό διάστημα [t, t+∆t].
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Πρόβλημα 10 (μη παραδοτέο)

Η τυχαία μεταβλητή

X̄N =
1

N

N∑
i=1

Xi

προκύπτει υπολογίζοντας τον μέσο όρο N ανεξάρτητων μετρήσεων της τυχαίας μεταβλητής X.

Α) Κάνοντας χρήση γεννήτριας τυχαίων αριθμών X ∼ Unif(0, 1) φτιάξτε δείγματα δε-
δομένων των X̄1, X̄2 και X̄20

S1 = [X̄1,j]

S2 = [X̄2,j]

S20 = [X̄20,j]

και εκτιμήστε τον μέσο όρο και την τυπική τους απόκλιση.

Β) Ποια είναι η αναμενόμενη τυπική απόκλιση του X̄N όταν το N ≫ 20; Τι διαφορετικό
περιμένουμε σε περίπτωση που η X δεν έχει ομοιόμορφη κατανομή (π.χ. X ∼ x2

);

Γιατί είναι ωφέλιμο να υπολογίζουμε τον μέσο όρο πολλών ανεξάρτητων πειραματικών

μετρήσεων της ίδια ποσότητας;

Υπόδειξη: συμβουλευτείτε τις σημειώσεις σας για το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα από το μάθημα

της Θεωρίας Πιθανοτήτων (10ΥΚΟ13).
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Πρόβλημα 11 (μη παραδοτέο)

Υπολογίστε το

I =

∫ 10.5

0.5

1

x
dx

με την μέθοδο απλοϊκού Monte–Carlo καθώς και την αβεβαιότητα της εκτίμησης που κάνατε.
Ποιο είναι το αναμενόμενο (θεωρητικά) σχετικό σφάλμα αν έχετε στην διάθεσή σας N = 1010

δείγματα τυχαίων αριθμών ομοιόμορφης κατανομής; (Λύση του προβλήματος εδώ και εδώ.)
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Πρόβλημα 12 (μη παραδοτέο)

Υπολογίστε την μάζα σφαίρας ακτίνας R = 3 και πυκνότητας ρ(x, y, z) = 5
648π

(x2 + y2) με
κέντρο την αρχή των αξόνων με την μέθοδο Monte–Carlo.

Δείτε την λύση του προβλήματος στο YouTube καθώς και τον κώδικα που χρησιμοποίησα για
να φτιάξω την παραπάνω εικόνα στο GitHub.
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https://www.youtube.com/watch?v=4p22lRxxL_s&t=5570s
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Πρόβλημα 13 (μη παραδοτέο)

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα I =
∫ 10

0
exdx (και η αβεβαιότητά του) με την μέθοδο της

απλοϊκής (crude) Monte–Carlo ολοκλήρωσης, χρησιμοποιώντας N = 1000 τυχαίους αριθμούς.
Να δομήσετε το πρόγραμμά σας έχοντας ως αφετηρία γεννήτρια τυχαίων αριθμών ομοιόμορφης

κατανομής στο [0, 1].

α) Να υπολογιστεί το σχετικό σφάλμα δÎ/Î της MC ολοκλήρωσης

β) Να υπολογιστεί (αναλυτικά) το θεωρητικώς αναμενόμενο σχετικό σφάλμα δI/I της μεθό-
δου, για το ίδιο πλήθος τυχαίων δειγμάτων (N = 1000).

γ) Να υπολογίσετε την τυπική απόκλιση
√
s2 ενός δείγματος1 αποτελούμενο από 4×104 MC

ολοκληρώσεις (με Ν = 1000 η κάθε μία) και να την συγκρίνετε με το δI και το δÎ που
υπολογίσατε στα ερωτήματα (α) και (β). Να φτιάξετε ένα ιστόγραμμα που να δείχνει την

κατανομή των Î και να σχολιάσετε την μορφή της.

δ) Εάν χωρίσουμε το διάστημα ολοκλήρωσης στα δύο, έτσι ώστε

I = I1 + I2 =

∫ 5

0

exdx+

∫ 10

5

exdx

και ‘επενδύσουμε’ στις επιμέρους δύο ολοκληρώσεις τους διαθέσιμους τυχαίους αριθμούς

χωρισμένους σε δύο ίσα δείγματα N = N1 + N2 = 500 + 500, περιμένουμε το σχετικό
σφάλμα της απλοϊκής MC ολοκλήρωσης να μεγαλώσει, να μικρύνει ή να μείνει το ίδιο;
Να αποδείξετε τον ισχυρισμό σας επαναλαμβάνοντας το ερώτημα (β) για τα επιμέρους

ολοκληρώματα I1, I2 και υπολογίζοντας την συνολική αβεβαιότητα του αθροίσματός τους.

ε) Να επαναλάβετε τα ερωτήματα (α), (β) και (γ) για την ολοκλήρωση με την μέθοδο απόρ-

ριψηςMC (hit-or-miss) θεωρώντας N = 1000 ζευγάρια τυχαίων αριθμών (x, y) που έχουν
παραχθεί ομοιόμορφα στο [0, 1]× [0, 1].

(Λύση του προβλήματος εδώ και εδώ.)

1
Το s2 ορίστηκε στο πρόβλημα 1 ως η τετραγωνική διασπορά ενός δείγματος παρατηρήσεων (μετρήσεων).
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Πρόβλημα 14 (μη παραδοτέο)

Να υπολογιστεί με την απλοϊκή (crude) Monte-Carlo ολοκλήρωση, η μάζα των παρακάτω αν-
τικειμένων και η αβεβαιότητά τους, για N = 1000 γεγονότα.

α) Δισδιάστατη πλάκα που οριοθετείται στην περιοχή {x ≥ 0, y ≤ 1, y ≥ x2} (διαστάσεις
μήκους σε μέτρα) με πυκνότητα ρ(x, y) = 20

13
(x+ y) [kg/m3].

as

t

soggy

ooo I t

BE

O O

β) Κύβος πυκνότητας ρ(x, y) = 12
31
(x2+yz) [kg/m3] που οριοθετείται στην περιοχή {0 ≤ x ≤

1, 1 ≤ y ≤ 2, 1 ≤ z ≤ 2} με διαστάσεις μήκους μετρημένες σε μέτρα.

Δίνεται, προς σύγκριση, ο ακριβής υπολογισμός της μάζας των δυο σωμάτων είναι M = 1kg.

Η άσκηση αυτή είναι λυμένη στο web.

https://github.com/theofil/CompPhysics/tree/master/problems/2019_2020

Η διδακτική της αξία ωστόσο παραμένει, υπό την προϋπόθεση ότι κάποιος θα προσπαθήσει να

την λύσει δίχως να συμβουλευτεί (εξ αρχής) τις δοσμένες λύσεις.

13
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Πρόβλημα 15 (μη παραδοτέο)

0-10 -5 5

-5

5

10

Ca

C2

Θεωρήστε την γραμμοσκιασμένη επιφάνεια που σχηματίζεται λόγω επικάλυψης μεταξύ δύο

κύκλων C1 και C2 με εξισώσεις:

x2 + (y − 3)2 = 32 [C1]

(x+ 2)2 + (y − 2)2 = 22 [C2]

α) Υπολογίστε αριθμητικά το εμβαδόν της γραμμοσκιασμένης επιφάνειας (I) καθώς και την
αβεβαιότητα αυτού (δI), χρησιμοποιώντας N = 2×104 τυχαίους αριθμούς με ομοιόμορφη
κατανομή στο [0,1).

β) Πόσο μεγάλο αναμένουμε να είναι το δI, αν έχουμε στην διάθεσή μας N = 2 × 1018

τυχαίους αριθμούς με ομοιόμορφη κατανομή στο [0,1);

Δίνεται ο ακριβής υπολογισμός του ολοκληρώματος, I = 8.378598258.

Η λύση του προβλήματος βρίσκεται στο github.

14

https://github.com/theofil/CompPhysics/blob/master/2023/problem22/solution.ipynb
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Μια από τις λύσεις που μου έστειλαν για το πρόβλημα 15, η οποία είναι τελείως λάθος, είναι η

παρακάτω:

import numpy as np
import math
import random

def U(): return np.random.uniform()

N=2*10**4
hit = 0

def f(x,y): return x**2 + (y-3)**2
def g(x,y): return (x+2)**2 + (y-2)**2

for i in range(N):
x1 = U()*6 - 3 #3 = RC1, region of interest (-3,3)
y1 = U()*6 # 6 = C1-max point, region of interest(0,6)
x2 = U()*4 - 4 #4 = RC2, region of interest (-4,0)
y2 = U()*4 # 4 = C2-max point, region of interest(0,4)

if f(x1,y1)<= 9 and g(x2,y2)<=4:
hit += 1

#probability of "hitting" in the area of interest
p = hit/N

#Estimated overlapping area

#we find the points where the two circles intersect.
#A_segment = (1/2)*r^2*(theta-Sintheta) solved geometrically

V = 13.994985
I = p * V

#Error estimates
dI = V*(p - p**2)**0.5/N**0.5
print(’%2.5f ± %2.5f’%(I,dI))

Υπολογίστε την θεωρητικώς αναμενόμενη τιμή του παραπάνω αλγόριθμου και δείξτε ότι δεν

υπολογίζει το ζητούμενο. Στείλτε μου αν θέλετε την αναμενόμενη τιμή του I που υπολογίσατε
στο compPhysicsEKPA@gmail.com.

15
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Πρόβλημα 16 – D-σφαίρα (*)

Η άσκηση αυτή είναι προϊόν συζήτησης που είχα με τον Καθ. κ. Ι. Παπαδημητρίου.

Βρείτε τον όγκο μίας στερεάς σφαίρας (μπάλας)
2
μοναδιαίας ακτίνας (R = 1) στις D− διαστά-

σεις.

Φτιάξτε ένα διάγραμμα που να έχει στον οριζόντιο άξονα τον αριθμό των διαστάσεων και στον

κατακόρυφο τον όγκο που υπολογίσατε και την αβεβαιότητα αυτού απεικονισμένο με την χρήση

errorbars. Βρείτε το μέγιστο της κατανομής στο διάστημα 1 ≤ D ≤ 16 .

Στείλτε μου το διάγραμμα που φτιάξατε στο compPhysicsEKPA@gmail.com.

2
Ο όγκος μιας στεραίας σφαίρας στις n = 3 διαστάσεις είναι 4

3πR
3
, στις n = 2 γίνεται πR2

και για n = 1
είναι απλά 2R.

16


