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γιατί;
Τα περισσότερα προβλήµατα δεν λύνονται αναλυτικά  
δηλαδή σε “κλειστή µορφή”, ως µια πεπερασµένη 
ακολουθία από βασικές πράξεις (+ - * /) µεταξύ γνωστών 
αριθµών και  “γνωστών” συναρτήσεων (ex, sinx, cosx, 
logx …)  

πχ 

  αx2 + bx + c = 0 → x = [-b ± (b2 - 4ac)0.5]/2α 

  dN/dt = -Nλ → Ν(t) = Ν0 e-λt 

Αλήθεια πως θα υπολογίζεται το ex  για καποια τιµή του x, 
αν είχατε στην διαθεσή σας µονο µολύβι και χαρτί ?

3Κ. Θεοφιλάτος



ποια γλώσσα; 

4Κ. Θεοφιλάτος

C/C++

Fortran

Matlab

Mathematica

Python >60 υπολογιστικά 
περιβάλλοντα 
εργασίας

https://en.wikipedia.org/wiki/
Category:Numerical_programming_languages 

https://en.wikipedia.org/wiki/
List_of_numerical-analysis_software

Perl …



οποιαδήποτε γλώσσα 

5Κ. Θεοφιλάτος

1) ασκήσεις σε Η/Υ: µπορείτε να 
χρησιµοποιήσετε όποια γλώσσα 
προγραµµατισµού θέλετε  

2) εξεταστική: οποιαδήποτε γλώσσα      
    προγραµµατισµού ή ψευδοκώδικα



δε “µιλάω” καµία γλώσσα
τι κάνω? 
µαθαίνω µια γλώσσα (!)  
προσπαθώντας να λύσω απλά προβλήµατα  

ανακυκλώνω + προσαρµόζω κώδικα από άλλους   

αναζήτηση στην google 

πχ 
https://github.com/theofil/CompPhysics/tree/master/examples 

6Κ. Θεοφιλάτος

https://github.com/theofil/CompPhysics/tree/master/examples


python στο νέφος 

https://github.com/theofil/CompPhysics

7Κ. Θεοφιλάτος

δοκιµάστε αυτά τα 2 
links στο github του 
µαθήµατος 

https://github.com/theofil/CompPhysics
https://github.com/theofil/CompPhysics
https://github.com/theofil/CompPhysics


python σε 4 βήµατα

πατήστε σε αυτό το link για να µεταβείτε στο binder µε το περιβάλλον του 
µαθήµατος της ΥΦ (µη ξεχάσετε να σώσετε στο σκληρό σας δίσκο το πρόγραµµα 
που θα γράψετε File → Download As → Notebook (*.ipynb) ) 

8Κ. Θεοφιλάτος

1. (περιµένουµε να φορτώσει) 2.

3.
4.

https://mybinder.org/v2/gh/theofil/binderEvn/minimal?urlpath=git-pull?repo=https%3A%2F%2Fgithub.com%2Ftheofil%2FCompPhysics&urlpath=tree%2FCompPhysics%2F&branch=master


µόνιµες λύσεις 
εγκατάσταση της “γλώσσας” στον Η/Υ σας —> δε 
χρειάζεται σύνδεση στο internet για να τρέξετε τα 
αγαπηµένα σας προγράµµατα 
>1 τρόποι:  
python και C/C++ (built-in σε ~Unixοείδη συστήµατα πχ 
linux, MacOS, BSD) 

εγκατάσταση python, jupiter lab, C++/C, ROOT … µέσω 
του anaconda 

https://www.anaconda.com 

9Κ. Θεοφιλάτος



ROOT data analysis (CERN)

ανοιχτό λογισµικό    

υποστηρίζει C/C++ και python 

https://root.cern.ch/ 

διαθέσιµο και στο  

10Κ. Θεοφιλάτος

https://root.cern.ch/


στόχοι της ~εβδοµάδας
εξοικείωση µε Η/Υ και συγγραφή κώδικα 

βρόγχοι, γεννήτριες τυχαίων αριθµών, κατανοµές  

2D διαγράµµατα [(x,y) scatter plots] 

1D ιστογράµµατα/κατανοµές πυκν. πιθανότητας [histogram] 

αναµενόµενες τιµές κάποιας τυχαίας µεταβλητής 

µέση τιµή (µ), τετραγωνική διασπορά (σ2),  τυπική απόκλιση (σ) 

εκτιµητές — estimators  

αριθµητικός µ.ο., (διορθωµένη) διακύµανση δείγµατος  

11Κ. Θεοφιλάτος



για το επόµενο µάθηµα (03/10)
Ανασκόπηση των: 
6, 7, 10, 11 και 12  

12Κ. Θεοφιλάτος

Θεωρία Πιθανοτήτων - 10ΥΚΟ13  

https://eclass.uoa.gr/courses/PHYS369/ 

https://eclass.uoa.gr/courses/PHYS369/


το πρόβληµα της ηµέρας
Έστω το δείγµα δεδοµένων  

         x = {3, 2, 4, 1, 2, 3, 4, 3, 4, 4} 
το “x” συνοψίζει τα αποτέλεσµα των διαδοχικών ρίψεων 
ενός ζαριού 

α) να βρεθεί ο αριθµητικός µ.ο. του δείγµατος 

β) να βρεθεί η τυπική απόκλιση του δείγµατος  

γ) να φτιαχτεί ιστόγραµµα του x  

13Κ. Θεοφιλάτος

x̄

<latexit sha1_base64="pCkCLiBUbRNMwFpMHDIfjs3LifI=">AAAB7nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkoseClx4r2A9oQ9lsN+3SzSbsTsQS+iO8eFDEq7/Hm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IJHCoOt+O4WNza3tneJuaW//4PCofHzSNnGqGW+xWMa6G1DDpVC8hQIl7yaa0yiQvBNM7uZ+55FrI2L1gNOE+xEdKREKRtFKnX5AdfY0G5QrbtVdgKwTLycVyNEclL/6w5ilEVfIJDWm57kJ+hnVKJjks1I/NTyhbEJHvGepohE3frY4d0YurDIkYaxtKSQL9fdERiNjplFgOyOKY7PqzcX/vF6K4a2fCZWkyBVbLgpTSTAm89/JUGjOUE4toUwLeythY6opQ5tQyYbgrb68TtpXVa9Wvb6vVeqNPI4inME5XIIHN1CHBjShBQwm8Ayv8OYkzovz7nwsWwtOPnMKf+B8/gCoXo/P</latexit>

q
�̂2
x

<latexit sha1_base64="MPZIjve2VEAnKUkNkKIo8Hx6BVk=">AAACCXicbVC7TsMwFHV4lvIKMLJYVEhMVVIVwViJpWOR6ENqQuS4TmvVdoLtIKooKwu/wsIAQqz8ARt/g9tmgJYj2To6517de0+YMKq043xbK6tr6xubpa3y9s7u3r59cNhRcSoxaeOYxbIXIkUYFaStqWakl0iCeMhINxxfTf3uPZGKxuJGTxLiczQUNKIYaSMFNvTUndSZN0LmU3TIUeBxpEeSZw/5bS3PA7viVJ0Z4DJxC1IBBVqB/eUNYpxyIjRmSKm+6yTaz5DUFDOSl71UkQThMRqSvqECcaL8bHZJDk+NMoBRLM0TGs7U3x0Z4kpNeGgqp1uqRW8q/uf1Ux1d+hkVSaqJwPNBUcqgjuE0FjigkmDNJoYgLKnZFeIRkghrE17ZhOAunrxMOrWqW6+eX9crjWYRRwkcgxNwBlxwARqgCVqgDTB4BM/gFbxZT9aL9W59zEtXrKLnCPyB9fkDQGCbWQ==</latexit>



το πρόγραµµα
x = [3, 2, 4, 1, 2, 3, 4, 3, 4, 4 ] 

Σx = 0 

for i in range(10): 
Σx = Σx + x[i] 

print(i, x[i], Σx) 

# όποια γραµµή έχει στοίχιση µε κενά (ή tabs) στην αρχή  

# θεωρείται από τον “ερµηνευτή”  εντός του  

# βρόγχου (for loop) 

# google search for python identation

14Κ. Θεοφιλάτος

https://www.w3schools.com/python/gloss_python_indentation.asp

https://www.w3schools.com/python/gloss_python_indentation.asp
https://www.w3schools.com/python/gloss_python_indentation.asp


καλύτερο πρόγραµµα
xs = [3, 2, 4, 1, 2, 3, 4, 3, 4, 4 ] 

Σx = 0 

for x in xs: 
Σx = Σx + x 

print(i, x, Σx) 

# όποια γραµµή έχει στοίχιση µε κενά (ή tabs) στην αρχή  

# θεωρείται από τον “ερµηνευτή”  εντός του  

# βρόγχου (for loop) 

# google search for python identation

15Κ. Θεοφιλάτος

https://www.w3schools.com/python/gloss_python_indentation.asp

https://www.w3schools.com/python/gloss_python_indentation.asp
https://www.w3schools.com/python/gloss_python_indentation.asp


σε C

16Κ. Θεοφιλάτος



κώδικες
Βρείτε τα παραδείγµατα που συζητήσαµε στην τάξη σε 
python καθώς και υλοποιήσεις σε C (µε ή χωρις ROOT) στο  

https://github.com/theofil/CompPhysics/tree/master/

17Κ. Θεοφιλάτος



φιδάκι

18Κ. Θεοφιλάτος

πόσες ζαριές n ± δn πρέπει να ρίξουµε για να 
κερδίσουµε ?  

321 4

76 9

5

10

13 15

18

232221 25

20

24

8

14

191716

11 12

απάντηση: φτιάχνουµε ένα 
πρόγραµµα που να “παίζει” 
φιδάκι και το βάζουµε να 
παίξει πολλές φορές …

πόσο µεγάλη είναι η 
πιθανότητα να κερδίσει 
αυτός που ξεκινά 
δεύτερος, όταν παίζουν 
δύο παίκτες ? όταν παίζουν 
δέκα παίκτες ?  



γεννήτριες τυχαίων αριθµών

19Κ. Θεοφιλάτος

1
2 4 3

5

5

11
4

6

1

γρήγορες µηχανές 
χρειάζονται (γρήγορα) 
πολλούς τυχαίους 
αριθµούς

τυχαίους αριθµούς 
µε κατά παραγγελία 
συχνότητα εµφάνισης 
(πιθανότητα 
παραγωγής) 

ντετερµινιστικούς 
(ψευδο-τυχαίους) µε 
ταυτόσηµες ακολουθίες 
TA για ίδιο random seed

1



linear cogruential method
Xn = (cXn-1  + a) mod Nmax 

γεννήτρια (ψευδο)τυχαίων ακεραίων αριθµών στο [1,Nmax) 

πχ 

Xn+1  = (16807*Xn) mod (231 - 1) 

παράγει ΤΑ στο διάστηµα [0, 231 -1)  

διαιρώντας µε 231 -1 το [0, 231 -1)  

 “συµπιέζεται” στο [0,1)  

 

20Κ. Θεοφιλάτος

https://en.wikipedia.org/wiki/Linear_congruential_generator

γραµµικός µετασχηµατισµός ισοδυναµίας υπολοίπου



πόσο τυχαία είναι η ακολουθία?

IBM RANDU 
Xn+1  = (65539*Xn) mod (231)

21Κ. Θεοφιλάτος



/dev/random
~Unix συστήµατα  

random seed ( = τυχαίος σπόρος, εναρκτήριο λάκτισµα)

22Κ. Θεοφιλάτος



γεννήτρια τυχαίων στο  [0,1)
python: 
import numpy as np 

U = np.random.rand() 

C/C++: 
 #include <stdlib.h> /* srand, rand */ 

 U = (double) rand() / (RAND_MAX));

23Κ. Θεοφιλάτος



τυχαιοκρατικοί 
αλγόριθµοι 

Monte-Carlo 
σύνοψη & εφαρµογές

η συµµετοχή στα Παίγνια εκθέτει τους συµµετέχοντες στον κίνδυνο του εθισµού 



Monte Carlo    
Μέθοδοι που κάνουν χρήση τυχαίων αριθµών: 

εξοµοίωση πειραµάτων φυσικής σε Η/Υ πχ: 
εκτίµηση αβεβαιότητας (µέτρηση του g στο εργαστήριο) 

ραδιενεργές διασπάσεις  

ρυθµός παραγωγής Ηiggs boson στο LHC 

επίλυση προβληµάτων που δεν έχουν τίποτα τυχαίο πχ: 
µάζας σώµατος δοσµένης της πυκνότητάς του ρ(x,y,z) 

εύρεση του ηλεκτρικού δυναµικού στο χώρο

25Κ. Θεοφιλάτος



ιδέα
Εάν µπορούµε να εξοµοιώσουµε την φυσική διεργασία 
δε χρειάζεται να λύσουµε τις εξισώσεις που διέπουν την 
χρονική εξέλιξη του συστήµατος  

26Κ. Θεοφιλάτος



στατιστική ανάλυση

27Κ. Θεοφιλάτος

H πυκνότητα πιθανότητας pdf δεν είναι πάντα a-priori 
γνωστή, µπορούµε όµως να µάθουµε για αυτήν αρκεί να 
έχουµε δυνατότητα να κάνουµε δειγµατοληψία 
  
1. µέσω εξοµοίωσης σε Η/Υ (MC simulation) 
2. µέσω επανάληψης του πραγµατικού πειράµατος (data)



MC εξοµοίωση 

28Κ. Θεοφιλάτος

κατανοώ → µπορώ και προβλέπω τι θα γίνει 
µέσω υπολογιστικής εξοµοίωσης 

βρίσκω την λύση → κατασκευάζω αλγόριθµο που 
βρίσκει τη λύση

δεν υπάρχει τίποτα πιο διασκεδαστικό από την 
εξοµοίωση ενός φυσικού συστήµατος και την  
εξέτασή του υπό ακραίες συνθήκες 



πυκνότητα πιθανότητας 

29Κ. Θεοφιλάτος

n = 10000 (παιχνίδια) 
x = ρίψεις ζαριού για νίκη 
x = 7.5 ± 4.2 ζαριές

x̄ =
1

10000

10000X

i=1

xi = 7.5

�̂2
x =

1

10000� 1

10000X

i=1

(xi � x̄)2 = 17.8

�̂x = 4.2

ρίψεις ζαριού για νίκη

1. Ο µέσος και η τυπική απόκλιση του δείγµατος, υπολογίζονται πάντα (αλλά δεν έχουν πάντα νόηµα)  

2. η πυκνότητα πιθανότητας “κουβαλά” ό,τι θα θέλαµε να ξέρουµε 

3. ιστόγραµµα ~ ο ποιο απλός εκτιµητής πυκνότητας πιθανότητας



αέριο

να βρεθεί η χρονική εξέλιξη των δύο πληθυσµών N1(t) και N2(t) αν:  

N1(0) = 1000  

N2(0) = 0 

p = λΔt = 1% πιθανότητα για κάθε µόριο του αερίου να διασχίσει την 
τρύπα και να περάσει απο το ένα δοχείο στο άλλο στο χρονικό 
διάστηµα [t, t+Δt]

30Κ. Θεοφιλάτος

N1(t) N2(t)



διάσπαση πυρήνων 

ανά µονάδα χρόνου, κάθε πυρήνας περνάει από δοκιµή 
Bernoulli (ανεξαρτησία διασπάσεων, άνευ µνήµης)

31Κ. Θεοφιλάτος

N = 30 
λ  = 0.001 s-1  
Δt = 1s

εξοµοίωση MC λΔt = πιθανότητα διάσπασης 
ενός πυρήνα στο διάστηµα Δt 



Ολοκλήρωση MC 
Υπολογισµός ορισµένων ολοκληρωµάτων µε MC: 
Απλοϊκό MC (crude MC)  

MC Απόρριψης (Accept-Reject MC, hit-or-miss) 

Έξυπνο MC (σηµαντική δειγµατοληψία / importance 
sampling) 

32Κ. Θεοφιλάτος



εύρεση ριζών της 
f(x) = 0



αλγόριθµοι µε ιστορία

34Κ. Θεοφιλάτος

Babylonian 
~60 µΧ

Newton-Raphson 
~17ος µΧ

Secant  
~17ος πΧ



35Κ. Θεοφιλάτος

ταχύτητα  
αλγορίθµου αξιοπιστία  

(θα βρει τη 
σωστή λύση;)



υπολογιστική ισχύς

36Κ. Θεοφιλάτος

γίνεται όλο και πιο φθηνή & 
προσβάσιµη, µας προσκαλεί 
να αλλάξουµε τον τρόπο 
υλοποίησης και επιλογής 
κατάλληλων αλγορίθµωνcloud

GPU

FPGA

clusters



επίλυση της f(x) = 0
Όταν η f(x) είναι µη-γραµµική, τα πράγµατα 
δυσκολεύουν 
διχοτόµηση (Bisection) 

εσφαλµένη θέση (Regula Falsi) 

διατέµνουσας (Secant) 

σταθερού σηµείου 

Newton-Raphson 

Υποθέτουν την ύπαρξη “καλής” αρχικής εκτίµησης από τον 
χρήστη την οποία θα (προσπαθήσουν) να βελτιώσουν 
επαναληπτικά. 

37Κ. Θεοφιλάτος



επίλυση της f(x) = 0
Όταν η f(x) είναι µη-γραµµική, τα πράγµατα 
δυσκολεύουν 
διχοτόµηση (Bisection) 

εσφαλµένη θέση (Regula Falsi) 

διατέµνουσας (Secant) 

σταθερού σηµείου 

Newton-Raphson 

38Κ. Θεοφιλάτος

Παρενθετικές µέθοδοι [bracketing methods]       

a < ρίζα < b,  συρρίκνωση του διαστήµατος b - a



επίλυση της f(x) = 0
Όταν η f(x) είναι µη-γραµµική, τα πράγµατα 
δυσκολεύουν 
διατέµνουσας (Secant) 

σταθερού σηµείου 

Newton-Raphson 

39Κ. Θεοφιλάτος

Fixed-point iterations [επαναλήψεις σταθερού σηµείου] 

    xn+1 = g(xn)   [αναδροµική σχέση ενός σηµείου] 

      xn+1 = g(xn, xn-1, xn-2 …) [αναδροµική σχέση πολλών                   

                                         σηµείων] 

  lim
n!1

xn = ⇢



επίλυση της f(x) = 0

40Κ. Θεοφιλάτος

Συνήθως, δεν επισηµαίνεται όσο 
πρέπει ότι η γραφική µέθοδος είναι 
αναντικατάστατη, για µια καλή αρχή

tanx =
x

1� x2

ποια είναι µια καλή αρχική εκτίµηση; 



πρώτο βήµα

κατασκευάζουµε την γραφική παραστασή της f(x) 
µελετάµε µονοτονία 

εντοπίζουµε διαστήµατα [xmin, xmax] µε ρίζες  

— και το πλήθος αυτών —  

41Κ. Θεοφιλάτος

ακρίβεια της γραφικής µεθόδου : |xmax - xmin|/((N-1)√12) 
όπου N o αριθµός των σηµείων που χρησιµοποιήσαµε στο 
διάγραµµα



παραδείγµατα
bisection 

newton 

fixedpoint 

electrostatic_potential 

42Κ. Θεοφιλάτος

https://github.com/theofil/CompPhysics/blob/master/examples/bisection.ipynb
https://github.com/theofil/CompPhysics/blob/master/examples/newton.ipynb
https://github.com/theofil/CompPhysics/blob/master/examples/fixedpoint.ipynb
https://github.com/theofil/CompPhysics/blob/master/examples/electrostatic_potential.ipynb


εφαρµογή φυσικής — 
εύρεση ισοδυναµικών 
γραµµών ηλεκτρικού πεδίου



εφαρµογή φυσικής

44Κ. Θεοφιλάτος

for x in range(-5,5): 
  find y, for which V(x, y) = Vref

V(r) = kq/r

brute force - 
ωµή δύναµη

εύρεση ισοδυναµικών 
γραµµών µε την λύση 
αλγεβρικής εξίσωσης, αντί 
σχεδιασµού του πιο απλού 
r(θ) = rcosθ i + rsinθ j  



εφαρµογή φυσικής

45Κ. Θεοφιλάτος

for x in range(-5,5): 
  find y, for which V(x, y) = Vref

V(r) =Σ kq/r

το όφελος του να 
συνδυάζουµε άπλες 
οδηγίες (λύσε την f(y) = 
0) µε την ωµή δύναµη 
του Η/Υ, είναι η 
δυνατότητα γενίκευσης 
για προβλήµατα πιο 
δύσκολα, πχ 3 φορτία 

ο αλγόριθµος 
επίλυσης δεν 
άλλαξε



εφαρµογή φυσικής

46Κ. Θεοφιλάτος

το σηµαντικό είναι, ότι 
ο υπολογιστής "έµαθε” 
να ζωγραφίζει το 
σωστό, χωρίς να έχει 
προγραµµατιστεί ρητά 
να το κάνει για τις 
συγκεκριµένες 
περιπτώσεις µέσω 
κάποιας r(θ) οδηγίας  

άρα µπορούµε να 
µάθουµε πίσω από 
αυτόν, τι γίνεται σε 
προβλήµατα που δε 
µπορούµε να λύσουµε 
µε χαρτί και µολύβι 



εφαρµογή φυσικής
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~80 γραµµές (python)

https://github.com/theofil/CompPhysics/blob/master/examples/
electrostatic_potential.ipynb



γραµµικά συστήµατα 
εξισώσεων



ηλεκτρικά κυκλώµατα
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R. L. Burden 
J. D. Faires



στατική
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R. L. Burden 
J. D. Faires



σύνθετα προβλήµατα
πχ 
µη-γραµµικά συστήµατα εξισώσεων 

διαφορικές εξισώσεις  

συχνά ανάγονται, έπειτα από προσπάθεια + καλές 
προσεγγίσεις, σε (απλά) γραµµικά συστήµατα εξισώσεων 
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βασικές µέθοδοι επίλυσης

ακριβείς — [µικρά + πυκνά συστήµατα ~ Ο(2n3/3)] 
απαλοιφή Gauss (Gauss elimination) + [Gauss-Jordan] 

διάσπαση LU 

επαναληπτικές — [µεγάλα + αραιά σύστηµα] 
προσεγγιστική λύση (σύγκλιση υπό συνθήκες)  
Jacobi 

Gauss-Seidel 
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σηµειώσεις στην η-τάξη



εξίσωση Poisson 
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T(x, a) = f(x)

T(x,0)= h(x)

T(
0,

y)
 =

 g
(y

)

T(
a,

y)
 =

 m
(y

)

@2T (x, y)

@x2
+

@2T (x, y)

@y2
= g(x, y)



εξίσωση Poisson 
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T(x, a) = f(x)

T(x,0)= h(x)

T(
0,

y)
 =

 g
(y

)

T(
a,

y)
 =

 m
(y

)

@2T (x, y)

@x2
+

@2T (x, y)

@y2
= g(x, y)

Ti+1,j + Ti�1,j + Ti,j+1 + Ti,j�1 � 4Ti,j = gi,j

j

i



feedback form
Η φόρµα αφορά την χρήση Η/Υ και την εξοικείωση σας 
µε τον προγραµµατισµό στα επίπεδα που χρειάζονται για 
το µάθηµα  

https://forms.gle/ZAHshuyiSL4p3nJd6 

παρακαλώ στείλτε µου ό,τι σχόλια έχετε  

επώνυµα ή ανώνυµα 
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https://forms.gle/ZAHshuyiSL4p3nJd6


πραγµατικοί αριθµοί
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αριθµοί µηχανής
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. = 101.01



IEEE 754

58Κ. Θεοφιλάτος https://en.wikipedia.org/wiki/IEEE_754



rounding, ceiling, floor
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